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全边增长网络模型的生成树
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摘　要：定义了全边增长网络模型，给出寻找全边增长网络模型的具有最多叶子生成树的 ２个算法，分析了全
边增长网络模型的小世界性，并验证具有最多叶子生成树的无标度性，以及最多叶子生成树在平衡集和最小控

制集中的应用。
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　　现实生活中处处存在着各种复杂关系网，如物
联网，地震网络，食物链网络，电力网，科学引文

网，朋友关系网等等，它们都是由海量个体所组成

的，并且个体之间还存在着相互作用。如果将个体

抽象为网络的节点，将个体之间的相互作用抽象为

节点之间的边，那么上述各种复杂关系网就演化为

我们研究的复杂网络。近２０年来，人们掀起了研
究复杂网络的热潮。复杂网络的拓扑结构及其性质

是研究复杂网络的关键，而且复杂网络的研究以小

世界网络和无标度网络为最热点。Ｂａｒａｂáｓｉ等［１］描

述复杂网络研究中的一个现象：“优先连接的机制

常常是线性的。换句话说，如果一个现存节点的连

接数是其相邻节点连接数的两倍，那么新节点与它

连接的可能性，也是与邻近节点连接可能性的两

倍，那就容易出现一个获取最多连线的集散节点。

我们期待这种标度不变性是许多复杂网络的通用特

性”。之后的众多研究证实了他们的期待。

通常，复杂网络中只连一条边的节点叫做叶

子。由于实际网络中含有很多叶子，运用生成树研

究网络自然而简便，生成树已经被应用于网络的搜

索。众所周知，树在各种网络、程序设计、物流运

输、电路设计、化学结构等领域有着广泛的应用。

例如，利用生成树来寻找无标度网络的关键节点以

及用树来确定网络的控制集还可以利用无标度生成

树来确定动态网络的拓扑结构，揭示现实网络的内

在规律。从而，生成树的无标度行为与网络的拓扑

结构演化之间的关系成为研究的关键点，少数关键

节点的稳定性对整个系统的稳定性起着决定性作
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用。最典型的应用之一是：Ｍａｃｄｏｎａｌｄ等［２］研究了

无标度权重网络的最小生成树。有些学者研究了无

标度网络中的无标度树［３］。Ｋｉｍ等［４］利用生成树

来研究无标度网络，却没有给出生成树的图结构分

析，其侧重点仍然是统计分析和解析计算。他们利

用网络模型的介数中心度来研究网络模型的生成

树，并试图证实在无标度网络中存在具有特定指标

的生成树，他们称这种生成树为通讯核。为了证实

生成树的无标度行为，他们还研究了正在成长的网

络中节点度的演化。此外，章忠志等［５］计算了阿

波罗网的生成树的数目。

本文借用文献 ［６－８］中的递归构造思想，
构造了基于任何连通初始网络的全边增长网络模

型，提供２个算法来寻找该模型的具有最多叶子的
生成树，研究探讨该模型的无标度生成树。本文所

考虑的图均为有限、无向简单图，文中没有定义的

术语和符号均采用于文献 ［９］。对于图 Ｇ，记号
Ｌ（Ｇ）表示叶子点的集合，ｎｄ（Ｇ）表示图 Ｇ中度
数为ｄ的顶点的个数。以下记号 ｜Ｘ｜表示集合 Ｘ
的元素个数。

１　模型和算法

１１　全边增长网络模型
构造全边增长网络模型 Ｎ（ｔ），且用记号 Ｖ（ｔ）

和Ｅ（ｔ）分别表示网络Ｎ（ｔ）在时刻ｔ时的节点集合
和边集合，以及它们的元素个数 ｎｖ，ｔ ＝｜Ｖ（ｔ）｜，
ｎｅ，ｔ＝｜Ｅ（ｔ）｜。对于一个连通初始网络模型 Ｎ（０）
的一条边ｕｖ∈Ｅ（０），新增加一个节点ｗ，将新增节
点ｗ分别与节点ｕ和节点 ｖ相连，产生边 ｗｕ和边
ｗｖ。把上述添加节点和边的过程叫做 Ａ－运算。对
Ｎ（０）的每一条边ｕｖ∈Ｅ（０）实施Ａ－运算后，所
得到的网络模型就是 ｔ＝１时刻的全边增长网络模
型Ｎ（１）。用Ｘ１表示给Ｎ（０）新增节点的集合，Ｙ１表
示给Ｎ（０）新增边的集合，得到

Ｖ（１）＝Ｖ（０）∪Ｘ１，
Ｅ（１）＝Ｅ（０）∪Ｙ１

继续对网络模型 Ｎ（１）的每一条边 ｘｙ∈ Ｅ（１）实
施Ａ－运算后，就得到ｔ＝２时刻的全边增长网络模
型Ｎ（２）。依次类推，对全边增长网络模型 Ｎ（ｔ－１）
的每一条边ｘｙ∈Ｅ（ｔ－１）实施Ａ－运算后，就得到
全边增长网络模型Ｎ（ｔ），见图１中的例子。

下面给出了全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的一些基
本参数。对于ｔ≥１，Ｎ（ｔ）的节点集合和边集合分别
表示

Ｖ（ｔ）＝Ｖ（ｔ－１）∪Ｘｔ＝Ｖ（０）∪（∪
ｔ
ｊ＝１Ｘｊ），

Ｅ（ｔ）＝Ｅ（ｔ－１）∪Ｙｔ＝Ｅ（０）∪（∪
ｔ
ｊ＝１Ｙｊ

{
）

（１）
其中，Ｘｔ表示ｔ时刻新增节点的集合，Ｙｔ表示ｔ时刻
新增边的集合。因为

ｎｖ，１ ＝ｎｖ，０＋ｎｅ，０，

ｎｅ，１ ＝ｎｅ，０＋２ｎｅ，０ ＝３ｎｅ，
{

０

（２）

根据 （１）式和 （２）式，当 ｔ≥１时，不难得到
Ｎ（ｔ）的节点数目和边数目分别为

ｎｖ，ｔ＝ｎｖ，ｔ－１＋ｎｅ，ｔ－１ ＝ｎｖ，０＋ｎｅ，０∑
ｔ

ｉ＝０
３ｉ＝

ｎｖ，０＋（３
ｔ－１）ｎｅ，０／２，

ｎｅ，ｔ＝ｎｅ，ｔ－１＋２ｎｅ，ｔ－１ ＝３ｎｅ，ｔ－１ ＝３
ｔｎｅ，

{
０

（３）

此外，可以算出新增加的节点个数｜Ｘｔ｜＝３
ｔ－１ｎｅ，０

以及新增加的边的数目｜Ｙｔ｜＝２｜Ｘｔ｜。全边增长网
络模型Ｎ（ｔ）的平均度为［ｋ］满足

［ｋ］＝２ｎｅ，ｔ／ｎｖ，ｔ＝

２·
３ｔｎｅ，０

ｎｖ，０＋（３
ｔ－１）／２ｎｅ，０

→４，ｔ→∞ （４）

平均度［ｋ］说明Ｎ（ｔ）是一个稀疏网络。Ｂａｒａｂａｓｉ
等［１０］发现少数高连通网页将整个 ＷＷＷ支撑连接
在一起。其中，８０％的网页平均只有４个链接。但
是，占网页总数目 ００１的网页，每个却有不小
１０００的链接。这说明本文构造的全边增长网络模
型与实际的ＷＷＷ有一致之处。

图１　全边增长网络模型
Ｆｉｇ１　Ｔｏｔａｌｌｙｅｄｇｅｇｒｏｗｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌｓ

（ａ）Ｎ（０）＝Ｃ４；（ｂ）Ｎ（１）；（ｃ）Ｎ（２）；（ｄ）Ｎ（３）

１２　全边增长网络模型的具有最多叶子的生成树
全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的生成树是一个连通

且边数目最少的子网络，本小节寻找Ｎ（ｔ）的具有最
多叶子的生成树。一般情形下，Ｎ（ｔ）的具有最多叶
子的生成树不唯一。用 Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｔ））表示Ｎ（ｔ）的具有
最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）的全体叶子的集合。全边
增长网络模型Ｎ（ｔ）的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）具有如下的性
质。

９４
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　　引理１　全边增长网络模型Ｎ（ｔ）的任意一棵具
有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）满足ＸｔＬ（Ｔ　

Ｍ（ｔ））。
证明　对任意时刻 ｔ１，假设存在节点 ｗ∈

Ｘｔ，但ｗＬ（Ｔ　
Ｍ（ｔ））。根据全边增长网络模型Ｎ（ｔ）

的构造，节点ｗ的度数ｄ（ｗ）＝２，且节点ｗ与全边增
长网络模型Ｎ（ｔ－１）的一条边ｕｖ的２个端点ｕ和ｖ
分别相连。注意到，节点 ｕ和 ｖ至少有一个不是
Ｔ　Ｍ（ｔ）的叶子，不妨设节点ｕ不是叶子。则可以构造
全边增长网络模型Ｎ（ｔ）的另一棵生成树Ｈ如下：在
Ｔ　Ｍ（ｔ）中删除边ｗｖ，连接边ｕｖ。显然ｗ，ｖ∈Ｌ（Ｈ），
且生成树Ｈ的叶子数目

Ｌ（Ｈ）≥ Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｔ））＋１
这矛盾于Ｔ　Ｍ（ｔ）是Ｎ（ｔ）的一棵具有最多叶子的生
成树，本引理得证。

引理２　当ｋ≥１时，全边增长网络模型 Ｎ（ｋ）
的节点集Ｖ（ｋ）中的任何节点不是全边增长网络模
型Ｎ（ｋ＋２）的任何一棵具有最多叶子的生成树
Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的叶子，即

Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｋ＋２））∩Ｖ（ｋ）＝
　　证明　根据全边增长网络模型的构造，Ｎ（ｋ）
没有叶子。假设存在节点

ｕ∈Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｋ＋２））∩Ｖ（ｋ）
即

Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｋ＋２））∩Ｖ（ｋ）≠
注意到，节点ｕ在Ｎ（ｋ）中的度数ｄ（ｕ）≥２，设 ｕ１，
ｕ２，ｕｄ（ｕ）是节点ｕ在Ｎ（ｋ）中的邻点。构造Ｎ（ｋ＋１）
的过程，是给边 ｕｕｉ（ｉ＝１，２，…，ｄ（ｕ））添加节点
ｕ（ｋ＋１）ｉ ，然后将节点ｕ（ｋ＋１）ｉ 分别与节点ｕ和节点ｕｉ连
边ｕｕ（ｋ＋１）ｉ 和 ｕｉｕ

（ｋ＋１）
ｉ 。在构造Ｎ（ｋ＋２）的过程中，要

给边ｕｕ（ｋ＋１）ｉ （ｉ＝１，２，…，ｄ（ｕ））添加节点ｕ（ｋ＋２）ｉ ，然

后将节点ｕ（ｋ＋２）ｉ 分别与节点ｕ和节点ｕ（ｋ＋１）ｉ 连ｕｕ（ｋ＋２）ｉ

和边ｕ（ｋ＋１）ｉ ｕ（ｋ＋２）ｉ 。由于节点ｕ是Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的叶子，
而引理１保证，新增节点集合 Ｘｋ＋２的每一个节点
ｕ（ｋ＋２）ｉ 必须是 Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的叶子，即每一个节点
ｕ（ｋ＋２）ｉ 是 Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的叶子。那么，每一个节点
ｕ（ｋ＋１）ｉ （ｉ＝１，２，…，ｄ（ｕ））就不能是Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的
叶子。至此，能够用Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）来构造Ｎ（ｋ＋２）的
另一棵生成树Ｈ如下：把Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）的边ｕ（ｋ＋１）ｉ ｕ（ｋ＋２）ｉ

（ｉ＝１，２，…，ｄ（ｕ））删去，再将节点 ｕ与节点
ｕ（ｋ＋２）ｉ 分别连边。容易计算生成树 Ｈ的叶子数目
｜Ｌ（Ｈ）｜满足
｜Ｌ（Ｈ）｜＝｜Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｋ＋２））｜＋ｄ（ｕ）－１＞

｜Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｋ＋２））｜
这是一个明显的矛盾。

定理１　当ｔ≥３时，全边增长网络模型Ｎ（ｔ）的
每一棵包含最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）的叶子数目

｜Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｔ））｜＝４·３ｔ－２ｎｅ，０ （５）
　　证明　先给出２个算法。

算法１　层次优先搜索算法 （Ｌｅｖｅｌｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ
ｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＬＦＳ－算法）

输入：一个全边增长网络模型Ｎ（ｔ），ｔ≥３。
输出：Ｎ（ｔ）的全体具有最多叶子的生成树。
（初始化 Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ）
步骤１　当ｋ＝１，２时，ＦＭ（ｋ）←｛Ｎ（ｋ）的全

体具有最多叶子的生成树｝，Ｆ（ｋ）← ｛Ｎ（ｋ）的全
体生树｝。

步骤２　ｋ←１若ｔ为奇数，否则ｋ←２；ＦＭ（ｋ＋
２）←。对每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｋ），有节点集合

Ｖ（Ｔ０）＝｛ｕ
（ｋ）
ｉ ｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｋ｝；

ＦＭ０（ｋ＋２）←，做：从ｉ＝１到ｉ＝ｎｖ，ｋ，
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｋ）
ｉ ｕ

（ｋ＋１）
ｓ ∈ Ｅ（ｋ＋１），

ｕ（ｋ）ｉ ｕ
（ｋ＋２）
ｌ ∈Ｅ（ｋ＋２）｜ｕ（ｋ＋１）ｓ ∈
Ｖ（ｋ＋１）＼Ｖ（Ｔｉ－１），

ｕ（ｋ＋２）ｌ ∈Ｖ（ｋ＋２）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝，
Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；

Ｖ（Ｔｉ）←Ｖ（Ｔｉ－１）∪｛ｘ｜ｘｕ
（ｋ）
ｉ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）←Ｔｎｖ，ｋ；
ＦＭｉ（ｋ＋２）←｛Ｔ　

Ｍ（ｋ＋２）｝；
ＦＭ（ｋ＋２）← ＦＭ（ｋ＋２）∪ＦＭｎｖ，ｋ（ｋ＋２）；
Ｆ（ｋ＋２）←｛Ｎ（ｋ）的全体生成树｝

　　 （循环 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ）
步骤 ３　如果ｔ＝ｋ＋２，到步骤６；否则，到步

骤４。
步骤 ４　如果ｓ＜ｔ－２，做：ＦＭ（ｓ＋１）←；对

每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｓ），节点集合
Ｖ（Ｔ０）＝｛ｕ

（ｓ）
ｉ ｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｓ｝

有ＦＭ０（ｓ＋１）←，从ｉ＝１到ｉ＝ｎｖ，ｓ，做：
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｓ）
ｉ ｕ

（ｓ＋１）
ｒ ∈Ｅ（ｓ＋１），

ｕ（ｓ）ｉ ｕ
（ｓ＋１）
ｒ ∈Ｅ（ｓ＋１）｜ｕ（ｓ＋１）ｒ ∈
Ｖ（ｓ＋１）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝；

Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；
Ｖ（Ｔｉ）←Ｖ（Ｔｉ－１）∪ ｛ｙ｜ｙｕ

（ｓ）
ｒ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｓ＋１）←Ｔｎｖ，ｓ；
ＦＭｉ（ｓ＋１）←Ｆ

Ｍ
ｉ－１（ｓ＋１）∪｛Ｔ　

Ｍ（ｓ＋１）｝；
ＦＭ（ｓ＋１）← ＦＭ（ｓ＋１）∪ＦＭｎｖ，ｓ（ｋ＋２）；
ＦＭ（ｓ＋１）←｛Ｎ（ｓ＋１）的全体生成树｝

　　步骤 ５　如果ｓ≠ｔ－２，到步骤４。如果ｓ＝ｔ－
２，做：ＦＭ（ｔ）←；对每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｔ－２），

０５
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有节点集合

Ｖ（ｔ－２）＝｛ｕ（ｔ－２）ｉ ∈｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｔ－２｝，
ＦＭ０（ｔ）←

从ｉ＝１到 ｉ＝ｎｖ，ｔ－２，
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｔ－２）
ｉ ｕ（ｔ－１）ｒ ∈Ｅ（ｔ－１），

ｕ（ｓ）ｉ ｕ
（ｔ）
ｌ ∈Ｅ（ｔ）｜ｕ

（ｔ－１）
ｒ ∈Ｖ（ｔ－１）＼Ｖ（Ｔｉ－１），

ｕ（ｔ）ｌ ∈Ｖ（ｔ）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝；
Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；

Ｖ（Ｔｉ）←Ｖ（Ｔｉ－１）∪｛ｙ｜ｙｕ
（ｔ－２）
ｉ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｔ）←Ｔｎｖ，ｔ－２；
ＦＭｉ（ｔ）← Ｆ

Ｍ
ｉ－１（ｔ）∪｛Ｔ　

Ｍ（ｔ）｝；
ＦＭ（ｔ）←ＦＭ（ｔ）∪ＦＭｎｖ，ｔ－２（ｋ＋２）

　　 （终止 Ｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ）
步骤 ６　返回ＦＭ（ｔ）。
算法２　大度优先层次搜索算法 （ＢＤＦＬＳ－算

法，Ｂｉｇ－ｄｅｇｒｅｅ－ｆｉｒｓｔｌｅｖｅｌｓｅａｒｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
输入：一个全边增长网络模型Ｎ（ｔ），ｔ≥３。
输出：Ｎ（ｔ）的全体具有最多叶子的生成树。
（初始化 Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ）
步骤 １　当ｋ＝１，２时，ＦＭ（ｋ）←｛Ｎ（ｋ）的全

体具有最多叶子的生成树｝Ｆ（ｋ）←｛Ｎ（ｋ）的全体
生树｝。

步骤 ２　ｋ←１若ｔ为奇数，否则ｋ←２；ＦＭ（ｋ＋
２）←。对每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｋ），Ｆ

Ｍ
０（ｋ＋２）←

，做：使得节点集合
Ｖ（Ｔ０）＝｛ｕ

（ｋ）
ｉ ｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｋ｝

的节点度数为递减数列

ｄ（ｕ（ｋ）ｉ＋１）≤ｄ（ｕ
（ｋ）
ｉ ），ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｋ－１

从ｉ＝１到ｉ＝ｎｖ，ｋ，
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｋ）
ｉ ｕ

（ｋ＋１）
ｓ ∈Ｅ（ｋ＋１），

ｕ（ｋ）ｉ ｕ
（ｋ＋２）
ｌ ∈ Ｅ（ｋ＋２）｜ｕ（ｋ＋１）ｓ ∈
Ｖ（ｋ＋１）＼Ｖ（Ｔｉ－１），

ｕ（ｋ＋２）ｌ ∈Ｖ（ｋ＋２）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝；
Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；

Ｖ（Ｔｉ）← Ｖ（Ｔｉ－１）∪｛ｘ｜ｘｕ
（ｋ）
ｉ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｋ＋２）←Ｔｎｖ，ｋ；
ＦＭｉ（ｋ＋２）←Ｆ

Ｍ
ｉ－１（ｋ＋２）∪｛Ｔ　

Ｍ（ｋ＋２）｝；
ＦＭ（ｋ＋２）←ＦＭ（ｋ＋２）∪ＦＭｎｖ，ｋ（ｋ＋２）；
Ｆ（ｋ＋２）←｛Ｎ（ｋ）的全体生成树｝

　　 （循环 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ）
步骤 ３　如果ｔ＝ｋ＋２，到步骤６；否则，到步

骤 ４。
步骤 ４　如果ｓ＜ｔ－２，做：ＦＭ（ｓ＋１）←；对

每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｓ），使得节点集合

Ｖ（Ｔ０）＝｛ｕ
（ｓ）
ｉ ｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｓ｝

的节点度数为递减数列

ｄ（ｕ（ｓ）ｉ＋１）≤ｄ（ｕ
（ｓ）
ｉ ），ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｓ－１；
ＦＭ０（ｓ＋１）←

从ｉ＝１到ｉ＝ｎｖ，ｓ，做：
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｓ）
ｉ ｕ

（ｓ＋１）
ｒ ∈

Ｅ（ｓ＋１）｜ｕ（ｓ＋１）ｒ ∈Ｖ（ｓ＋１）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝；
Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；

Ｖ（Ｔｉ）←Ｖ（Ｔｉ－１）∪ ｛ｙ｜ｙｕ
（ｓ）
ｒ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｓ＋１）←Ｔｎｖ，ｓ；
ＦＭｉ（ｓ＋１）←Ｆ

Ｍ
ｉ－１（ｓ＋１）∪｛Ｔ　

Ｍ（ｓ＋１）｝；
ＦＭ（ｓ＋１）←ＦＭ（ｓ＋１）∪ＦＭｎｖ，ｓ（ｋ＋２）；
ＦＭ（ｓ＋１）← ｛Ｎ（ｓ＋１）的全体生成树｝

　　步骤 ５　如果ｓ≠ｔ－２，到步骤４。如果ｓ＝ｔ－
２，做：ＦＭ（ｔ）← ；做：每一棵生成树 Ｔ０∈ Ｆ（ｔ－
２），有节点集合
Ｖ（ｔ－２）＝｛ｕ（ｔ－２）ｉ ∈｜ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｔ－２｝

的节点度数为递减数列

ｄ（ｕ（ｔ－２）ｉ＋１ ）≤ｄ（ｕ
（ｔ－２）
ｉ ），ｉ＝１，２，…，ｎｖ，ｔ－２－１；
ＦＭ０（ｔ）←

从ｉ＝１到ｉ＝ｎｖ，ｔ－２，
Ｅ′（Ｔｉ－１）←｛ｕ

（ｔ－２）
ｉ ｕ（ｔ－１）ｒ ∈Ｅ（ｔ－１），

ｕ（ｓ）ｉ ｕ
（ｔ）
ｌ ∈Ｅ（ｔ）｜ｕ

（ｔ－１）
ｒ ∈Ｖ（ｔ－１）＼Ｖ（Ｔｉ－１），

ｕ（ｔ）ｌ ∈Ｖ（ｔ）＼Ｖ（Ｔｉ－１）｝；
Ｅ（Ｔｉ）←Ｅ（Ｔｉ－１）∪Ｅ′（Ｔｉ－１）；

Ｖ（Ｔｉ）←Ｖ（Ｔｉ－１）∪｛ｙ｜ｙｕ
（ｔ－２）
ｉ ∈Ｅ′（Ｔｉ－１）｝；

Ｔ　Ｍ（ｔ）←Ｔｎｖ，ｔ－２；
ＦＭｉ（ｔ）←Ｆ

Ｍ
ｉ－１（ｔ）∪｛Ｔ　

Ｍ（ｔ）｝；
ＦＭ（ｔ）←ＦＭ（ｔ）∪ＦＭｎｖ，ｔ－２（ｋ＋２）

　　 （终止 Ｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ）
步骤６　返回ＦＭ（ｔ）。
根据引理１和引理２，上述２个算法找到的集合

ＦＭ（ｔ）包含了全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的所有具有
最多叶子的生成树，且上述２个算法指明每一棵具
有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）∈ＦＭ（ｔ）的叶子数目为

｜Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｔ））｜＝｜Ｘｔ｜＋｜Ｘｔ－１｜＝
３ｔ－１ｎｅ，０＋３

ｔ－２ｎｅ，０ ＝４·３
ｔ－２ｎｅ，０

即 （５）式成立。
使用层次优先搜索算法和大度优先层次搜索算

法可以证明下面的结论。

定理２　当ｔ≥３时，全边增长网络模型Ｎ（ｔ）的
任意２棵具有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍｉ（ｔ）和Ｔ　

Ｍ
ｊ（ｔ）拥

有相同的叶子集合，即Ｌ（Ｔ　Ｍｉ（ｔ））＝Ｌ（Ｔ　
Ｍ
ｊ（ｔ））。

用记号Ｇ－Ｌ（Ｇ）表示去掉图Ｇ的所有叶子后

１５
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得到的图。在层次优先搜索算法和大度优先层次搜

索算法中，将语句“每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ（ｋ）”换为
“每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ

Ｍ（ｋ）”，将语句“每一棵生成
树Ｔ０∈Ｆ（ｓ）”换为“每一棵生成树Ｔ０∈Ｆ

Ｍ（ｋ）”，
则可得到 Ｎ（ｔ）的特殊的具有最多叶子生成树
Ｔ　Ｍ（ｔ），这棵生成树满足：使得去掉Ｔ　Ｍ（ｔ）的所有叶
子后得到的树是Ｎ（ｔ－２）的一棵具有最多叶子的生
成树Ｔ　Ｍ（ｔ－２）即

Ｔ　Ｍ（ｔ）－Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｔ））＝Ｔ　Ｍ（ｔ－２）
继续下去，

Ｔ　Ｍ（ｓ）－Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｓ））＝Ｔ　Ｍ（ｓ－２）
是Ｎ（ｓ－２）的一棵具有最多叶子的生成树 ｓ＝３，
４，…，ｔ。

定理３　全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）包含一类特
殊的具有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）使ｓ＝ｔ，ｔ－１，
…，４，３时，删去树Ｔ　Ｍ（ｓ）的叶子集合Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｓ））中
的所有叶子后得到的树Ｔ　Ｍ（ｓ）－Ｌ（Ｔ　Ｍ（ｓ））是Ｎ（ｓ－
２）的一棵具有最多叶子的生成树 Ｔ　Ｍ（ｓ－２），见图
２。此外，Ｔ　Ｍ（ｔ）的直径 Ｄ（Ｔ　Ｍ（ｔ））满足

Ｄ（Ｔ　Ｍ（ｔ））≤Ｄ（Ｔ　Ｍ（０））＋２ｔ－３

图２　使用大度优先层次搜索算法得到图１中
的全边增长网络模型的具有最多叶子的生成树

Ｆｉｇ２　ＴｈｅＭＬＳｔｒｅｅｓｏｆｔｏｔａｌｌｙｅｄｇｅｇｒｏｗｉｎｇ
ｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌｓｉｎＦｉｇｕｒｅ１ｂｙａｐｐｌｙｉｎｇ
ｂｉｇｄｅｇｒｅｅｆｉｒｓｔｌｅｖｅｌｓｅａｒｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（ａ）Ｔ　Ｍ（０）；（ｂ）Ｔ　Ｍ（１）；（ｃ）Ｔ　Ｍ（２）；（ｄ）Ｔ　Ｍ（３）

２　具有最多叶子生成树的应用
在１９９８年，Ｗａｔｔｓ和 Ｓｔｒｏｇａｔｚ介绍了小世界网

的特性，小世界网络是具有较高的聚集系数和较小

的平均路径的稀疏网络。一般采用较小的平均路径

来说明网络是小世界网络。

Ｎ（ｔ）的小世界性　根据定理３，因为
Ｄ（Ｎ（ｔ））≤ Ｄ（Ｔ　Ｍ（ｔ））≤Ｄ（Ｔ　Ｍ（０））＋２ｔ－３
所以，Ｎ（ｔ）是小世界的。

Ｎ（０）＝Ｃ４时，Ｎ（ｔ）的具有最多叶子的无标度
生成树　当初始网络模型Ｎ（０）＝Ｃ４时，我们用大
度优先层次搜索算法找到全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）

的一棵具有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）（ｔ≥１），用记
号ｄ表示度，用记ｎｄ（ｔ）表示度为ｄ的顶点的个数。
Ｔ　Ｍ（ｔ）的度谱为

ｎ１（ｔ）＝４·３
ｔ－２，ｎ３（ｔ）＝３

ｔ－３

　　当ｄ＝１３·２ｔ－４－ｒ－４（ｒ＝０，１，…，ｔ－４）时，
ｎｄ（ｔ）＝３

ｒ；

当ｄ＝７·２ｔ－３－２时，ｎｄ（ｔ）＝１；
当ｄ＝２ｔ时，ｎｄ（ｔ）＝１。
定义Ｎ（ｔ）的一个节点标号函数 ｆ为：若 ｕ∈

Ｖ（０），ｆ（ｕ）＝０；当ｊ∈［１，ｔ］时，若节点ｕ∈Ｘｊ，并
且边ｕｘ，ｕｙ∈Ｙｊ以及边ｘｙ∈Ｙｊ－１，则ｆ（ｕ）＝ｊ。由于
Ｔ　Ｍ（ｔ）的度谱是离散型的，则可以计算它的随机选
择恰好ｋ条边的节点的概率Ｐ（ｋ）。当

ｋ＝１３×２ｔ－４－τ－４（０＜τ＜ｔ）
时，可解出

τ－ｔ＝－［ｌｎ（ｋ＋４）（ｌｎ（１３）］／ｌｎ２
有

Ｐ（ｋ ＞ｋ）＝ １ｎｖ，ｔ
　
　
ｎｖ，０＋∑

τ

ｉ＝１
｜Ｘｉ[ ]｜＝

２＋３０＋３１… ＋３τ－１

（３ｔ－１）／２＋２
∝３τ－ｔ （６）

以及

Ｐ（ｋ ＞ｋ－１）∝３×３τ－ｔ

进而得到

Ｐ（ｋ）＝Ｐ（ｋ ＞ｋ－１）－Ｐ（ｋ ＞ｋ）∝２·３τ－ｔ＝
２·３－［ｌｎ（ｋ＋４）－ｌｎ（１３）］／ｌｎ２ （７）

（７）式说明，具有最多叶子的生成树 Ｔ　Ｍ（ｔ）服从
幂律分布，即Ｔ　Ｍ（ｔ）是Ｎ（ｔ）的一棵无标度生成树。

最小控制集　生成树被用于确定网络的最小控
制集。

定义１　设Ｓ是连通图Ｇ的一个顶点集合，如
果Ｇ的每一个顶点在Ｓ中或者与Ｓ中的一个顶点相
邻，则称Ｓ是连通图Ｇ的一个控制集。如果Ｇ的任
何一个控制集Ｓ′均满足｜Ｓ｜≤｜Ｓ′｜，则称Ｓ是连通
图Ｇ的一个最小控制集。

定义２　连通图Ｇ的非空顶点集合Ｓ是Ｇ的一
个平衡集，如果它满足

ｎ１（Ｔ）－｜Ｌ（Ｔ∩Ｓ）｜＝ｎ１（Ｈ）－｜Ｌ（Ｈ）∩Ｓ｜
其中，Ｔ，Ｈ为图 Ｇ的任意两棵生成树，并且 Ｌ（Ｔ），
Ｌ（Ｈ）分别是树Ｔ，Ｈ的叶子集合。当Ｓ≠Ｖ（Ｇ）时，则
称Ｓ为真平衡集。

对连通图Ｇ的任意两棵具有最多叶子的生成树
Ｔ　Ｍｉ和Ｔ　

Ｍ
ｊ，若总有

｜Ｌ（Ｔ　Ｍｉ）∩Ｓ｜＝｜Ｌ（Ｔ　
Ｍ
ｊ）∩Ｓ｜

则称Ｓ为Ｇ的Ｔ　Ｍ－平衡集。设连通图Ｇ的全体最多

２５
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叶子生成树Ｔ　Ｍ１，Ｔ　
Ｍ
２，…，Ｔ　

Ｍ
ｐ，存在三个节点集合，

Ｌ∩ （Ｇ）＝∩Ｌ（Ｔ　
Ｍ
ｉ），

Ｌ∪ （Ｇ）＝∪Ｌ（Ｔ　
Ｍ
ｉ），

珔Ｌ∪ （Ｇ）＝Ｖ（Ｇ）／Ｌ∪ （Ｇ）
分别称 Ｌ∩ （Ｇ）为 Ｔ　

Ｍ－平衡交集，Ｔ　Ｍ－平衡并集，
Ｔ　Ｍ －平衡余集。文献 ［１１］讨论了无标度网络的
平衡集，借助于此方法，我们有如下的定理。

定理４　对ｔ≥３，有全边增长网络模型Ｎ（ｔ）的
Ｔ　Ｍ－平衡交集 Ｌ∩ （Ｎ（ｔ））和 Ｔ　Ｍ－平衡并集
Ｌ∪ （Ｎ（ｔ））均等于Ｘｔ－１∪Ｘｔ。

３　结　论
本文给出全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的构造方

法，并讨论了全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的具有最多
叶子的生成树的基本性质。当初始网络为特殊网络

时，我们确定了具有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍ（ｔ）的小
世界性和无标度性。本文的全边增长网络模型具有

很好的性质：当ｔ≥３时，全边增长网络模型Ｎ（ｔ）
的任意２棵具有最多叶子的生成树Ｔ　Ｍｉ（ｔ）和Ｔ　

Ｍ
ｊ（ｔ）

拥有相同的叶子集合也就是说 Ｎ（ｔ）为Ｔ　Ｍ（ｔ）保持
全边增长网络，并得到这类图的刻画。证明了全边

增长网络模型在每一时刻ｔ的叶子的集合为Ｘｔ－１∪
Ｘｔ。即对每一个Ｎ（ｔ）的节点都需要增加新的连线。
如果考虑全边增长网络模型 Ｎ（ｔ）的随机增加连线
或者删除一些线，对一些网络模型的模拟会更好，

但是，确定它们的性质以及找到最多叶子的生成

树，将是研究实际网络连线的关键。此外，基于全

边增长网Ｎ（ｔ）及其具有最多叶子的生成树 Ｔ　Ｍ（ｔ）
的无标度性，对于任何一个时刻 ｔ的网络模型
Ｍ（ｔ），且满足Ｔ　Ｍ（ｔ）Ｍ（ｔ）Ｎ（ｔ），是Ｍ（ｔ）也具
有无标度性？这些都是今后值得研究的问题。
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